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黏弹性地基上路面板在多轮荷载作用下的响应分析 
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摘  要：将内配纵向钢筋的路面视为置于黏弹性 Winkler 地基上的正交各向异性薄板，假设板在荷载运动方向上为无限长，

车辆轮载被简化成包含自振频率的矩形均布移动荷载。应用三角级数及 Fourier 变换方法，得到了单轮荷载作用下路面竖向

位移的表达式。在 Fourier 变换域内，利用叠加原理分别得到了前后双轮荷载和平行双轮荷载作用下路面竖向位移的解析解

答。在此基础上，推导出连续配筋混凝土路面上受 4 轮车辆荷载作用时轮载附近位移的稳态响应表达式。利用数值积分方法

对表达式进行 Fourier 逆变换，得到了数值结果，并全面地分析了多轮荷载作用时荷载间距、相位差、荷载速度、频率、地

基阻尼以及配筋率对路面竖向位移响应的影响。 
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Dynamic response of pavement resting on viscoelastic foundation 
under multiple moving loads 
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Abstract: The dynamic displacement response of continuously reinforced concrete pavement (CRCP) resting on viscoelastic Winkler 
foundation has been investigated when the system is subjected to multiple rectangular moving loads. The pavement is treated as an 
orthotropic plate and infinite in the moving direction. The theoretical solutions of the vertical displacement of CRCP under single 
moving load are obtained by using the trigonometric series and Fourier transform, and the superposition method is used to obtain the 
analytical solutions of CRCP under tandem-axle, dual-wheel and four-wheel loads in the transformed field domains of moving space. 
By employing fast fourier transform (FFT), the numerical results are derived and used to analyze the influence of the load velocity, 
frequency, viscous damping, reinforced ratio and the distance and phase between the multiple loads on the maximum deflection and 
on the deflection distributions. 
Key words: viscoelastic foundation; multiple loads; Fourier transform; tandem-axle loads; dual-wheel loads 

 

1  引  言 

一直以来，国内外许多学者对单轮荷载作用下

的结构动力响应问题进行了大量的研究。事实上，

车辆荷载是以多轮运动荷载的形式作用在路面上

的，受路面性能、车辆构造、行车速度等因素的影

响，路面在多轮荷载作用下的动力响应与单轮情况

有所不同，因此，有必要对多轮荷载作用下的路面

动力响应进行分析。Sheng、Li 等[12]利用傅立叶级

数方法研究了多轮荷载作用下列车车轮-轨道的耦

合动力响应；Picoux 和 Houedec[3]把列车轮载当作

集中荷载研究了层状弹性介质的动力响应问题；

Yang[4]、Galvin[5]分别运用有限元方法和边界元方 
法对列车轮载作用下的弹性土层的动力响应问题进

行了分析；梁波[6]考虑了列车相邻轮对间轮轨力的

相互叠加和轨枕的分散作用，对已有的列车荷载表

达式进行了修正和完善；王常晶[7]和高广运[8]将列

车荷载简化为一系列以列车车速移动的集中荷载，
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利用叠加原理分析了多荷载作用下 Timoshenko 梁

及弹性地基的动力响应；Artur Rystwej 等[9]对简谐

荷载作用下的无限大板和矩形板的动力学问题进行

了研究；王虎[10]则以连续配筋混凝土路面为研究对

象，对其上作用有矩形简谐荷载时的动力响应问题

进行了求解；Kim 和 Mccullough[11]考虑了前后双轮

荷载的情况，主要分析了双轮荷载间的相位差对无

限大板的动力响应的影响。纵观上述研究成果可 
知，在分析列车荷载动力响应问题时，研究者们一

般是将列车荷载看成是一系列作用在某种简化的无

限长梁上的集中荷载，考虑了各荷载间的叠加作用，

而在分析汽车荷载时，则很少有人考虑多轮荷载的

情况，使得分析结果和实际情况存在一定差距。 
本文在上述研究的基础上，将配有纵向钢筋的

路面视为置于黏弹性 Winkler 地基上的正交各向异

性薄板，假设板在荷载运动方向上为无限长，车辆

轮载被简化成包含自振频率的矩形均布移动荷载。

首先，应用三角级数及 Fourier 变换方法得到了单轮

荷载作用下路面竖向位移的表达式，在 Fourier 变换

域内利用叠加原理分别得到了前后双轮荷载和平行

双轮荷载作用下路面竖向位移的解析解答；并在此

基础上，推导了连续配筋混凝土路面上受 4 轮车辆

荷载作用（简称 CRCP）时轮载附近位移的稳态响

应表达式，同时利用数值积分方法对表达式进行

Fourier 逆变换，得到了数值结果。利用计算结果，

分析了荷载间距、相位差、荷载速度、频率、地基阻

尼以及路面配筋率对路面板竖向位移响应的影响。 

2  基本控制方程 

考虑路面配筋作用，地基模型采用图 1（a）所

示的黏弹性 Winkler 模型，多轮荷载模式如图 1（b）
所示。其中， 0q 为单轮荷载大小，b为路面宽， 12l 、

22l 分别为荷载的长和宽， 为荷载中心到板边缘的

距离， xL 和 yL 分别为轮载的纵向和横向间距。 
根据小挠度弹性薄板理论以及黏弹性地基假

设，在笛卡尔坐标系 1 2 3( , , )x x x 中，正交各向异性路

面板的运动控制方程如下：
 

4 4 4 2

11 12 66 22 c4 2 2 4 2
1 1 2 2

2( 2 )W W W WD D D D h
x x x x t

   
    

    
 

1 2
1 2 1 2

( , , )
( , , ) ( , , )

W x x tKW x x t q x x t
t




 


   （1） 

式中： c 为路面板的密度； h为板厚；K为地基刚

度； 为黏弹性地基的阻尼系数； 1 2( , , )q x x t 为运动

载荷； 1 2( , , )W x x t 为板的竖向位移； ijD 为正交各向

异性板的刚度系数，具体表达式同文献[12]。 

 

 

 

 

 

（a）路基和路面板计算模型 

 

 

 

 
（b）多轮荷载模式 

图 1  计算模型示意图 
Fig.1  The computation model 

 

本文考虑移动多轮荷载， c为速度，引入移动

坐标系 ( , , , )x y z t ，令 1x x ct  ， 2y x ， 3z x ，

在移动坐标系中，式（1）可以写成： 
4 4 4

11 12 66 224 2 2 4

2 2 2
2

c 2 2

2( 2 )

2

W W WD D D D
x x y y

W W Wh c c
t xt x



  
   

   

   
      

 

( , , )W Wc KW q x y t
t x


       

        （2） 

按照文献[12]的方法，假设路面板边缘简支，

车辆荷载被模拟成矩形均布简谐荷载，将路面简支

边界条件和荷载的表达式代入式（2），可得 

 

4 2
2 4

11 12 66 224 2

2 2 2
2

c 2 2
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2

( , ) ( ) ( )

m m
m m m
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


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（3） 
引入对 x的 Fourier 变换及其逆变换： 

-i

i

( , ) ( , )e d

1( , ) ( , )e d
2π

x
m m

x
m m

W t W x t x

W x t W t







 






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








   （4） 

式中：i 1  ； ( , )mW t 为 ( , )mW x t 的 Fourier 变换；

 为 Fourier 变换参数。 

2y x 3z x

1x x ct 

2y x

1x x ct 

b

 c

yL

xL

22l
12l

1

3

2

4

2l
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结合式（3）和式（4）式容易得到： 

( , )( , )m
q tW t 




         （5） 

其中： 

0
2 1

1 2

2
( , ) sin( )sin( )sin( )ei tm m

m

qq t l l
b l l

    
 

  

（6） 
4 2 2 4

11 12 66 222 ( 2 )m mD D D D          

2
c ( ) ( )h c i c K                （7） 

对式（5）进行 Fourier 逆变换，即可以得到简

谐运动单轮荷载作用下连续配筋混凝土路面

（CRCP）的竖向位移表达式： 

i

1

( , )sin( )e1( , , ) d
2π

x
m

m

q t yW x y t
 




 




   （8） 

实际上，真实的车辆荷载往往是以多轮荷载的

形式作用在路面上的。Kim 等[11]通过研究发现，当

车辆以一定速度行驶在不平整路面上时，车辆的各

轮载之间总是存在一定的相位差。因此，要分析每

一点由多轮荷载作用引起的响应，必须考虑相位差

的影响。本文先考虑双轮情况，令车辆前后双轮中

心的距离为 xL ，荷载之间的相位差为 x ，则由荷载

sin t 引起的位移响应，将式（8）写成以下形式[11]： 

2 2 ( , )( , , ) ( , ) ( , ) sin arctan
( , )
b x yW x y t a x y b x y t
a x y


 

   
 

（9） 
其中： 

i

1
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2

x
m

m
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 


 

 




     

（10） 

由荷载sin( )xt  引起的位移响应可表示为 

2 2
2 2( , , ) ( , ) ( , )x

x xW x y t a x L y b x L y      

2

2

( , )
sin arctan

( , )
x

x
x

b x L yt
a x L y

 
 

   
  （11） 

将式（9）和式（11）叠加，即可以得到 CRCP
在前后双轮荷载作用下的位移响应解： 

 
2

2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

( , , )

2 ( )cos ( )sin

x

x x

W x y t

a b a b a a b b a b b a 



      

（12） 

式中： 1 ( , )a a x y ， 1 ( , )b b x y ， 2 ( , )xa a x L y  ，

2 ( , )xb b x L y  。 
对于平行双轮的情况，假设轮载中心的距离为

yL ，荷载之间的相位差为 y ，则由荷载 sin( )yt 
引起的位移响应可表示为 

2 2
3 3( , , ) ( , ) ( , )y

y yW x y t a x y L b x y L      

3

3

( , )
sin arctan

( , )
y

y
y

b x y L
t

a x y L
 
 

    
（13） 

式中： 3 ( , )ya a x y L  ， 3 ( , )yb b x y L  。 
将式（13）和式（9）叠加，则可得到 CRCP

在平行双轮荷载作用下的位移响应解： 

2

2 2 2 2
1 1 3 3 1 3 1 3 1 3 1 3

( , , )

2 ( )cos ( )sin

y

y y

W x y t

a b a b a a b b a b b a 



        

（14） 
对于如图 1（b）所示的 4 轮荷载的情况，可以

用上述同样方法得到 CRCP 的竖向位移响应解答： 

2 2
4 ( , , )W x y t A B         （15） 

式中： 1 2 3 4 2cos cos cos sinx y xy xA a a a a b           

3 4 1 2 3 4sin sin cos cos cosy xy x y xyb b B b b b b         ；

2 3 4sin sin sinx y xya a a    ； 4 ( , )x ya a x L y L   ；  

4 ( , )x yb b x L y L   ； xy 为轮 4 与轮 1 之间的相位

差。 
如果在式（15）中令 0 ( 2,3,4)j ja b j   ，

0x y xy     ， f 0V  ，则可退化到单轮荷载下

素混凝土路面的解答。进一步，令 0c  ， 0  ， 
0K  ，并注意到 1 0l  、 2 0l  时，

1
10

lim[sin( ) /
l

l


 

1] 1l  ，
2

2 20
lim[sin( ) / ] 1m ml

l l 


 ，利用留数定理积 

分，可将式（15）退化为如下形式： 
2

0
3 3

1

1( , ) (1 )e sin( )sin( )
2π

mx
m m m

m

q bW x y x y
D m

   





   

（16） 
上式与用李维法求无限长简支板在集中力作用

下的解答完全一致[10]，这也表明本文所得解答的正

确性和一般性。 

3  数值计算及分析 

通过上述分析，得到了连续配筋混凝土路面  
在矩形多轮荷载作用下的竖向位移解。本文使用

Fast Fourier Transform（FFT）来计算 Fourier 逆变 
换。截断积分范围，取 2 048 个积分点，则可满足

精度[13]。 
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计算时地基刚度取 60 MPa，地基阻尼取为 1.6 
MPas/m，荷载速度为 20 m/s，其他参数同文献[12]。 

图 2、3 分别给出了前后双轮荷载作用时，不同

荷载间距及不同荷载频率下竖向位移沿 x方向的变

化曲线。从图 2 可以看出，由于响应的叠加，双轮

荷载作用时位移响应幅值要大于单轮荷载引起的位

移响应。随着轮载间距的增大，两轮载对位移的影

响的独立作用越来越明显。当荷载间距 4 mxL ≥

时，两轮轮轴连线中点处产生的位移响应较小，此

时可认为，由各轮轮载产生的位移响应彼此独立。

从图 3 可以看出，荷载频率对路面竖向位移的影响

较为明显，随着频率的增大，两轮中心位移幅值逐

渐减小。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 2  不同荷载间距下竖向位移沿 x 轴变化曲线 
Fig.2  Effect of loads distance on vertical displacement 

along x direction 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 3  不同荷载频率下竖向位移沿 x 轴变化曲线 
Fig.3  Effect of load frequency on vertical displacement 

along x direction 
 

图 4 为当前后双轮荷载的相位差 x 分别为 0、
90和 180时，路面板的竖向位移沿 x方向的分布 
曲线。由图可知，随着相位差的增大，轮载中心位

移先增大后减小。相位差的改变对各轮轮载中心的

位移幅值影响较小，而对轮轴连线中点附近的位移

影响十分明显。当 x  180时，轮轴连线中点附近

的位移接近于 0，这是由于两轮在此处产生的位移

响应大小相等、方向相反而相互抵消。同时，还可

以发现，位移曲线呈现出不完全对称性，这是由于

地基阻尼引起了位移响应的滞后造成的。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 4  不同荷载相位差下竖向位移沿 x 轴变化曲线 
Fig.4  Effect of loads phase on vertical displacement 

along x direction 
 

图 5 给出的是前后双轮的相位差对轮载中心位

移 0W 的影响曲线。从图中可以看出，当轮载间距较

小时，相位差的改变对轮载中心位移的影响很大，

且呈波动变化。当轮载间距 4 mxL ≥ 时，轮载中心

位移随相位差的改变变化很小，此时可认为由各轮

轮载产生的位移响应彼此独立。 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 5  不同荷载间距下竖向位移随相位差变化曲线 
Fig.5  Effect of phase on maximum vertical displacement 

 
图 6 考虑了地基为弹性和黏弹性两种情况，给

出了不同的轮载相位差时竖向位移的分布曲线。由

图可知，相同条件下，弹性地基引起的位移响应大

于黏弹性地基，地基为弹性时 ( 0)  ，位移曲线关

于 x  1.5 m（轮轴连线的中点）对称，且当 x  180
时，在 x  1.5 m 处，位移为 0；地基为黏弹性（图

中  1.6 MPas/m）时，位移曲线不再关于轮轴连

线的中点（ x  1.5 m 处）对称，x  1.5 m 处的位移
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也不为 0。 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 6  不同阻尼和相位差下竖向位移沿 x 轴变化曲线 
Fig.6  Effect of damping and phase on vertical 

displacement along x direction 
 

平行双轮荷载作用时，不同荷载间距下 CRCP
竖向位移沿 y方向的变化曲线如图 7 所示。从图中

可以看出，当荷载间距较小时，双轮荷载引起的位

移响应幅值明显大于单轮荷载引起的位移响应。随

着轮载间距的增大，两轮载对位移响应的影响的独

立作用越来越明显，这与前后双轮情况时的规律是

一致的。 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 7  不同荷载间距下竖向位移沿 y 轴变化曲线 
Fig.7  Effect of loads distance on vertical displacement 

along y direction 
 

图 8 描述了 4 轮荷载作用下，不同的荷载间距

时，CRCP 竖向位移在平面内的分布规律。为了便

于分析，暂不考虑各轮之间相位差的影响，即

x y xy     0。由图可见，当 x yL L  1 m 时，

位移响应在平面内只出现一个峰值，峰值的位置是

车辆的 4 个轮子所组成的矩形的形心，此时由各轮

引起的位移响应在形心处叠加，因此，位移最大；

随着荷载间距的增大，各轮所引起的位移响应的独

立作用逐渐明显，峰值处的位移逐渐减小；当

x yL L  3 m 时，在平面内出现明显的 4 个峰值，

峰值出现在各轮的轮载中心，峰值处的位移最小。 
 

 
 
 
 
 
 
 

（a） 

 
 
 
 
 
 
 
 

（b） 
 
 
 
 
 
 
 
 

（c） 
 
 
 
 
 
 
 
 

（d） 

 
 
 
 
 
 
 
 

（e） 

图 8  不同荷载间距下平面内的竖向位移分布 
Fig.8  Distribution of vertical displacement under 

different loads distances 

0.25 
 
 

0.20 
 
 

0.15 
 
 

0.10 
 
 

0.05 
 
 

0 

W
 /m

m
 

5  4   3   2   1    0   1   2    3   4   5 

x /m 

3 m
6 Hz

xL
f




  0.0 MPas/m, x  0  
  0.0 MPas/m, x  180  
  1.6 MPas/m, x  0  
  1.6 MPas/m, x  180  
 

单轮 
Ly 1 m 
Ly 2 m 
Ly 3 m 0

6 Hz
y

f

  



0.25 
 
 

0.20 
 
 

0.15 
  

0.10 
 
 

0.05 
 
 

0 

W
 /m

m
 

0   1   2    3   4   5   6   7   8   9   10 

y /m 

0.4 
 

0.3 
 

0.2 
 

0.1 
 

0 

W
 /m

m
 

5 

1 m
1 m

x

y

L
L




3 1 1 3 5 
9 

8 
7 6 5 

4 
y /m 

x /m 

y /m 
x /m 

0.3 
 

0.2 
 

0.1 
 

0 

W
 /m

m
 

5 

9 8 7 6 5 4 3 1 1 3 5 

2 m
1 m

x

y

L
L




0.3 
 

0.2 
 

0.1 
 

0 

W
 /m

m
 

y /m 

9 

x /m 5 

3 m
1 m

x

y

L
L




8 7 6 
5 4 3 1 1 3 5 

0.20  
0.15 

 
0.10 

0.05 

0 

W
 /m

m
 

y /m 

9 

x /m 5 

3 m
2 m

x

y

L
L




8 7 6 
5 4 3 1 1 3 5 

0.20  
0.15 

 
0.10 

0.05 

0 

W
 /m

m
 

y /m 

9 

x /m 5 

3 m
3 m

x

y

L
L




8 7 6 
5 4 3 1 

3 1 
5 

371 



                                            岩    土    力    学                                   2009 年 

图 9 给出了 4 轮荷载作用下，轮 1 中心处 CRCP
的竖向位移 W0 随荷载速度的变化规律。从图中可

以看出，考虑和不考虑地基阻尼有很大差别。不考

虑地基阻尼时，位移随荷载速度 c的增加而缓慢增 
大，此时频率对位移的影响很小。当考虑地基阻尼

时，位移随着荷载速度的增加而先增大后减小，此

时频率对位移的影响非常明显。可见，频率对位移

响应的影响依赖于地基的阻尼。图 10 给出的为 4
轮荷载作用下，轮 1 中心处 CRCP 的竖向位移 W0

随路面配筋率的变化规律。由图可见，弹性地基和

黏弹性地基有所不同，地基为弹性时，荷载速度对

位移的影响很小；地基为黏弹性时，荷载速度越大，

位移随配筋率 fV 的变化越平缓。但无论是弹性地

基，还是黏弹性地基，配筋率从 0.75 %增大到 4.5 %
时，轮 1 中心处路面板位移的变化都很小。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 9  荷载中心处竖向位移随速度变化曲线 
Fig.9  Effect of load velocity on maximum displacement 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
图 10  荷载中心处竖向位移随路面配筋率变化曲线 

Fig.10  Effect of reinforced ratio on maximum 
displacement 

4  结  论 

本文以连续配筋混凝土路面为研究对象，利用

三角级数、Fourier 变换以及叠加原理分别得到了前

后双轮荷载和平行双轮荷载作用下路面竖向位移的

解析解。在此基础上，推导出了连续配筋混凝土路

面上受 4 轮车辆荷载作用时轮载附近位移的稳态响

应表达式，同时利用数值积分方法得到了数值结 
果。计算结果表明： 

（1）双轮荷载作用时的位移响应幅值要明显大

于单轮荷载作用的情况。随着轮载间距的增大，两

轮载对位移的影响的独立作用越来越明显。荷载频

率和相位差对路面竖向位移的影响较为显著。随着

频率的增大，两轮中心位移幅值逐渐减小。相位差

对轮载中心位移的影响依赖于荷载间距，荷载间距

较小时，轮中心位移呈现出波动状态；当荷载间距

超过 4 m 时，相位差对两轮位移的影响可以忽略不

计。 
（2）4 轮荷载作用下，荷载间距较小时，位移

响应在平面内只出现一个峰值，峰值的位置是车辆

的 4 个轮子所组成的矩形的形心；随着荷载间距的

增大，各轮所引起的位移响应的独立作用逐渐明 
显，峰值处的位移逐渐减小；当 x yL L  3 m 时，

在平面内出现明显的 4 个峰值，峰值出现在各轮的

轮载中心，峰值处的位移最小。 
（3）4 轮荷载作用下，当地基为弹性时，板的

竖向位移随荷载速度的增大缓慢增大，此时频率对

位移响应的影响很小；当地基为黏弹性时，位移随

着荷载速度的增大先增大后减小，此时频率对位  
移响应的影响非常明显。但无论是弹性地基还是  
黏弹性地基，配筋率的大小对位移响应的影响都不

显著。 
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